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Zusammenfassung :

Finite Element Verfahren kénnen prinzipiell auf drei ver-
schiedene Arten Konvergenz erreichen: durch fortgesetzte Ver-

feinerung des FE-Netzes (h-Version), durch Erhéhung des Poly-
nomgrades der Ansatzfunktionen (p-Version) oder durch die Kom-
bination aus diesen beiden Methoden (hp-Version). Neue For-

schungsergebnisse zeigen, daPB die hp-Version selbst bei Sin-
gularitdten in der exakten LOsung exponentielle Konvergenz-
ordnung ermdéglicht.

Es soll gezeigt werden, wie sich optimale Verfeinerungs-
strategien 1in einem adaptiven FE-Code realisieren lassen und
wie sich die theoretischen Aussagen numerisch bestdtigen.
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Die p-Version der FEM

Neue theoretische Untersuchungen /1/ haben aus der Sicht der klassischen FE-Theorie
tiberraschende Ergebnisse uber das Konvergenzverhalten der p-Version (Erhthung des
Polynomgrades der Ansatzfunktionen bei festgehaltenem Netz) gefiihrt. Die wichtigsten

Resultate seien kurz angefiihrt. Man betrachte dazu folgendes Modellproblem :
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Zuniachst werde angenommen, dag die exakte Losung analytisch sei. Dann gilt fur den

Fehler in der Energienorm :
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¢ und « sind positive Konstanten, N(p) die vom Polynomgrad p abhangige Zahl von
Freiheitsgraden.
Tn der Nahe von Ecken oder Punkten wechsender Randbedingungen hat die exakte Losung

von (1) in erster Niherung die Gestalt
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u. ist eine glatte Funktion, r und 8 am singuldren Punkt zentrierte Polarkoordinaten.
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Fur diesen Fall wurde in /1/ folgende Absch&tzung gezeigt :
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Von entscheidender Bedeutung fiir die Konstruktion einer kombinierten Netzverfeinerung
und Ansatzgraderhshung (hp-Version) ist jedoch das prsasymptotische Verhalten der
p-Version im Falle einer exakten Losung wie in (3). Dieses ist schematisch fur drei

Netze in den Bildern (1) und (2) dargestellt. Der Fehlerverlauf (2a) fur Netz (la) hat

ein "inverses S-formiges" Verhalten, d.h. exponentiellen praasymptotischen Charakter.



Die verfeinerten Netze (1b) wund (lc) =zeigen prinzipiell dasselbe Verhalten.
Entscheidend ist nun, dag die Einhiillende der Konvergenzkurven fir die sukzessive
geometrisch verfeinerten Netze selbst exponentiell £f&llt. Der optimale geometrische
Progressionsfaktor liegt unabhdngig wvon A bei 0.85, was 2zu einer sehr starken
Verfeinerung auf die Singularitat hin fidhrt.

Das prinzipielle Konzept fiir eine optimale hp-Strategie kann damit formuliert werden.
Globale exponentielle Konvergenz wird dadurch erreicht, dag in unkritischen Elementen,
das sind solche, in denen die exakte Losung analytisch ist, nur der Polynomgrad erhoht
wird, kritische Elemente, also solche, die an singuldre Punkte der exakten LOsung

angrenzen, werden geometrisch auf die Singularitdten hin verfeinert.

Der Algorithmus

Die Schwierigkeit bei der Konstruktion eines Algorithmus fir die hp-Version liegt in
der Frage, wie es gelingt, auf der Einhiillenden der Konvergenzkurve in Bild (2) zu
bleiben. Dazu werden lokale Fehlerindikatoren A, und ein globaler Fehlerestimator u
wie in /2/ zur Schitzung des Fehleranteils im Element i bzw. des globalen Fehlers
verwendet. Der Algorithmus fiur eine adaptive hp-Version stellt sich dann wie folgt
dar.
Schritt 1 : Definiere ein grobes Basisnetz
Schritt 2 : Bestimme kritische und unkritische Elemente
Schritt 3 : Setze Polynomgrad p = 1 in jedem Element
Schritt 4 : Bestimme FE-L&sung und berechne Fehlerindikatoren und Estimatoren

Genauigkeit ausreichend :  STOP
Schritt 5 : Fir jedes Element :

Falls (Fehlerindikator > vorgegebene Schranke Amax) dann

Falls (Element unkritisch )

erhche Polynomgrad um 1



Falls (Element kritisch)
verfeinere auf singuldren Punkt zu

Schritt 6 : gehe nach Schritt 4.

Ein numerisches Beispiel

Als numerisches Beispiel sei Gleichung (1) auf dem in Bild (3) dargestellten Gebiet &
betrachtet. An den leicht gezeichneten Randlinien ist Dirichlet-Bedingung, an den
stark durchgezogenen Linien Neumann-Randbedingung gegeben. Es wurden 6
Verfeinerungsstrategien verglichen. HP1 ist die im letzten Abschnitt beschriebene
hp-Version, wobei der Polynomgrad iiber dem Berechnungsnetz variieren konnte, HP2 wie
HP1, aber mit konstantem Polynomgrad tiber dem Netz; Pl ist eine adaptive p-Version auf
dem in Bild (3) dargestellten Netz, P2 die p-Version mit konstantem Polynomgrad iiber
dem Netz. H1 ist eine adaptive h-Version mit Elementen vom Ansatzgrad 1, H2 eine
gleichm&gige Netzverfeinerung. In Bild (4) ist das Konvergenzverhalten der Verfahren
dargestellt. Die beiden hp-Versionen zeigen das erwimschte exponentielle Verhalten und
fihren zu extrem hoher Genauigkeit. HP1 erzielt mit ca. 500 Freiheitsgraden einen

Fehler von etwa 0.1 % in der Energienornm.
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Bild 1 (a-c) : FE-Netze fiir die p-Version
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Bild 2 : Konvergenz der p-Version fir Netze 1 (a-c)



Bild 3 : Gebiet 22 mit FE-Netz
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Bild 4 : Konvergenzverhalten verschiedener Verfeinerungsstrategien




